Berechnung von Pi und verwandte Probleme

1. GITTERPUNKTE IM KREIS

1.1. Naherungsformel. Wir wollen eine moglichst einfache naherungsweise Formel
finden fiir die Anzahl der Gitterpunkte in einem Kreis um (0,0) mit Radius » > 0.

\

Sei
g(r) == [{(z,y) € Z* | 2* + y* < r?}]

diese Anzahl. Betrachten Sie alle Gitterquadrate, deren linke untere Ecke im Kreis
liegt, und vergleichen Sie deren Anzahl mit dem Flacheninhalt des Kreises. Welche
Naherungsformel

g(r) ~

ergibt sich? Welche Naherungsformel fiir 7 erhéalt man daraus?

1.2. Experiment. Zeichnen Sie auf Karopapier einen Kreis mit 20 Kastchenbreiten als
Radius und bestimmen Sie g(20) durch Zahlen. Welche Naherung fiir 7 ergibt sich?

1.3. Genauigkeit. Wir konnen nicht mit Bestimmtheit sagen, wie gut unser
Néaherungswert fiir 7 ist. Aber wir konnen angeben, wie grof§ der Fehler hochstens ist
(Fehlerabschdtzung).
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1.3.1. Betrachten Sie die Kreise K, K und K5 um (0,0) mit den Radien r — /2, » und
T+ 2.

Zeigen Sie:

e Jedes Gitterquadrat ()1, das K; schneidet, liegt ganz in K.
e Jedes Gitterquadrat (), dessen linke untere Ecke in K liegt, liegt ganz in K.

1.3.2.  Folgern Sie daraus fiir die Flacheninhalte der Kreise

A(Ky) < g(r) < A(KS).

1.3.3.  Geben Sie Formeln an fiir A(K;) und A(K3). Wie grof8 kann |g(r) —mr?| hochstens
werden? Welche Fehlerabschatzung fiir die Berechnung von 7 ergibt sich daraus?

1.3.4.  Geben Sie fiir 7 = 20 eine Abschéatzung des Fehlers bei der Berechnung von 7 an.

1.4. Exakte Formeln fiir g(r). Die graphische Bestimmung von ¢(r) ist fiir grofen Ra-
dius 7 mithsam und fehleranfillig. Ausserdem konnen wir sie nicht durch einen Computer
durchfiihren lassen. Wir wollen deshalb eine exakte Formel herleiten.
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Dazu teilen wir den Kreis K um (0,0) mit Radius » € N auf in die Teilmengen
e A= {(0,0)},
e B = Schnitt von K mit den Achsen ohne (0,0),
o (1, (s, (5, Cy = Achsenparallele Quadrate mit einer Ecke bei (0,0) und Kan-
tenlange r/\/§,
e D = Rest.

1.4.1. Geben Sie exakte Formeln an fiir die Anzahl der Gitterpunkte in A, B und den
Mengen C};. Dabei ist die Gauf3-Klammer

[x] = grofite ganze Zahl < x

niitzlich:

I [
L] L
[X] X [x]+1

Es gilt also z.B. [2.5] = 2, [-3] = =3, [-0.5] = —1.

1.4.2.  Fir die Anzahl g* der Gitterpunkte in D gibt es keine geschlossene Formel. Aber
immerhin gilt

/= [V + [V @ ] o+ [VEm o ] miva = [ 1

Warum?

1.4.3. Berechnen Sie ¢(20) mit diesen Formeln.
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1.5. Das folgende Computerprogramm berechnet die Niherung g(r)/r* bei Eingabe von
reN:

INPUT r

g=20

FOR a = int(r/sqrt(2))+1 TO r - 1
g = g+tint(sqrt(r"2-a~2))

NEXT a

g = 1+4*r+4*xint (r/sqrt(2)) "2+8%g

g = g/r2

QUTPUT g

Programmieren Sie es auf einem Taschenrechner oder Computer und lassen Sie fiir die
Werte r = 20, 21,22, ... die Naherungen an 7 berechnen. Vergleichen Sie die Werte mit
dem exakten Wert von 7. Wie grof} ist dieser tatsachliche Fehler im Vergleich zu den
theoretischen Abschétzungen aus Abschnitt 1.3.37

2. APPROXIMATION DURCH REGELMASSIGE VIELECKE

2.1. Ansatz. Wir wollen ein Verfahren herleiten, das die geometrische Definition von m
verwendet. Dazu betrachten wir ein regelmafBiiges 2"-FEck mit Umfang 2 und Inkreis [,

und Umkreis U,.

Der Inkreis habe den Radius i, und der Umkreis den Radius u,. Wir wollen, ausgehend
vom Quadrat, nacheinander die Radien s, us, i3, us, ...aus den jeweils vorhergehenden
Werten berechnen (Rekursionsformeln). Daraus sollen dann Naherungen fiir 7 berechnet
werden.
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2.2. Abschatzung. Schachteln Sie den Umfang des 2"-Fcks nach oben und unten mit
Hilfe von 4,, und wu,, ein.

2.3. Startwerte. Berechnen Sie 75 und us.

2.4. Hilfsbetrachtung. In der Figur sei AAOB ein Sektor des 2"—Ecks.

Der Punkt C sei Mittelpunkt des Bogens von U,, zwischen A und B und D, E F seien
die Mittelpunkte der Strecken AB, BC' und C'A.

24.1.
2.4.2.
2.4.3.

2.4.4.

Berechnen Sie die Linge AB der Strecke AB.
Berechnen Sie mit dem Strahlensatz die Linge EF.
Zeigen Sie LEOF = 54BOA.

Begriinden Sie mit Hilfe eines Kongruenzsatzes, da8 AOEF ein Sektor des 21—

Ecks ist.

n+l

n+1
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Also ist
m:UnJ O—D:Z»,” ﬁ:’un_i_l, m:in_t'_l.

2.5. Rekursionsformeln. Jetzt sollen ¢,,; und u,,; aus i, und w, berechnet werden.
2.5.1.  Warum ist G der Mittelpunkt der Strecke C'D?

2.5.2.  Berechnen Sie damit 7,1 aus i, und u,.

2.5.3.  Warum sind AOEC und AOEG &hnlich?

2.5.4. Berechnen Sie damit u,,, aus i,,1 und wu,.

2.6. Approximation. Begriinden Sie, warum das folgende Computerprogramm bei
Eingabe von N € N die N-ten Naherungen an 7 berechnet:

INPUT N

i=1/4

u = sqrt(2)/4
FORn=2TON -1

i = (i+uw)/2
u = sqrt(ixu)
NEXT n

OUTPUT 1/u , 1/i

2.7. Experiment. Berechnen Sie die 6-te Naherung an 7m auf dem Taschenrechner.
Geben Sie eine Abschéatzung des Fehlers an, ohne den Wert von 7 zu benutzen.

2.8. Fehlerabschitzung. Natiirlich kann man fiir jedes n die Werte von 1/u,, und 1/i,
berechnen und ihre Differenz zur Fehlerabschatzung verwenden. Aber wir wiirden gerne
im Voraus wissen, wie grofl n zu wéhlen ist, um eine geforderte Genauigkeit zu erhalten.

2.8.1. Zeigen Sie mit den Rekursionsformeln, dafl

1
2 .9 4. .
Upiq1 — g1 = §Zn+1(un - Zn)

gilt.

2.8.2. Faktorisieren Sie die linke Seite und schatzen Sie einen Faktor nach unten durch
2in+1 ab.

2.8.3. Folgern Sie daraus

2.8.4. Zeigen Sie



2.8.5.  Warum gilt fiir die Fehlerschranke 6,, = 1/i,, — 1/u,, die Abschéitzung

1 U9 — /l.Q 27
0<6, < <
e R PR T

2.9. Experiment. Wie grofl braucht man n hochstens zu wahlen, um eine Genauigkeit
von 10716 zu erhalten?
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